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15. 


NOTE SUR DEUX FORMULES DONNEES PAR M. M. EISENSTEIN 
ET HESSE. 


[From the Journal für die reine und angewandte Mathematik, (Crelle) vol. XXIX. (1845), 
pp. 54—57.] 


MR. EISENSTEIN a donné [Journal, t. XXVII. (1844), pp. 105—106] cette formule assez 
remarquable : 


(ad? — 3b? + 4ac° + 4bd° — Gabcd) = A°D°— 3B°C*+ 4AC + 4DB°-— 6ABCD, 
où À, B, ©, D sont des fonctions données de a, b, c, d. Cela peut se généraliser comme 
suit. 
Soit 
u= ah? + bg + cf? + de — 2ahbg — 2ahcf — 2ahde — 2bgcf — 2bgde — 2cfde + 4adfg + 4bceh, 
et de plus 


du du du du 


Représentons par U la même fonction de À, B, C,... H, que la fonction u l’est des 
quantités a, b, c, ... h, Pon a l'équation 
| U = wi. 


C'est un cas particulier d'une propriété générale de la fonction u, que l’on peut 
énoncer ainsi. Imaginons la fonction 


ALY + DOLY + LY + ABY + ELY + fL + JEY + hate, 
transformée en 
aY F 021 Y12 2 + HKL Yaa, 
C. 15 
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par les substitutions 
=M +, = +p Ys, A= n Z +4, 
=M Huli, Y= ph Yi +H pha Yi, Z= +V2 ; 

et soit w’, la fonction analogue à u, des nouveaux coefficients a’, b’, c’, ... kh’: alors 
w= (MAr — MM Y (pan — pa p)? (vive — ven). u. 

En échangeant seulement les z, ceci donne 


w = (vwy — vp) . u, 


ou àa =n a + ne, b=nb+v' f, c =nC+wg, d =nd + v;'h, 
d=natne, ff =nb+nf, g =v + vg, N=nd+vh. 
Soit n = ah = bg — dé 


v; =- 2 (ad — bc), 
va = — 2 (eh — fg), 
= ah — bg — cf — de (=), 
on trouve d'abord 
(nv; — vw) =w, ou uw =w, 
et puis, en ayant égard aux valeurs de À, B, C, ... H: 
d'=H, b=-G, =-F, d'=E, 
=D, f=-B, gÿ=-0, h=A 
de manière que «= U, d’où enfin 
U= w. 

La propriété de la fonction u que je viens d’'énoncer, se rapporte à une théorie 
assez générale, d’une nouvelle espèce de fonctions. algébriques dont je m'occupe actuelle- 
ment, et lesquelles à cause de leur analogie avec les déterminantes, on pourrait comme 
je crois nommer “ Hyperdéterminantes.” Je me propose de poser les premiers fondemens 
de cette théorie dans un mémoire qui va paraître dans le prochain No. du “nu id 
Mathematical Journal (No. xxu.) [13]. 

A présent je passe à une formule de Mr. Hesse [Jowrnal, t. xxvi. (1844), p. 88], 
qui se rapporte aussi à la même théorie. Soit V, une fonction homogène du troisième 
ordre, et à trois variables æ, y, z. Soit VU, la déterminante formée avec les coefficients 
du second ordre de V, arrangés en cette forme : 

Ua 4 CAA CA 
dœ’ dady’ dæds’ 
ŒV CAA eV 
dædy’ dy’ dydz’ 
dV aV ay 
dzdæ’ dzdy'’ de ? 
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soit œ une quantité constante quelconque et soient À et B deux autres constantes 
déterminés: Mr. Hesse à démontré l'équation remarquable 


V(U+aVU)=AU+BVU; 


mais sans donner la forme des coefficients À et B, ce qui parait être très difficile 
à eFectuer. En considérant le cas d’une fonction homogène de deux variables seule- 
ment, maïs d’ailleurs d'un ordre quelconque, on parvient à un théorème analogue qui 
m'a paru intéressant. 


“Soit U une fonction homogène et de l’ordre v des deux variables x, y, et VU 
Ed AC où A 4 
de dp ~ (dedy 
(u—2)(v—38}. V(U+aVU)={-v(v—1)(v—38} Ja+ v (v — 1) (2v — 5) Ia} U 

+ {(v — 2) (v — 3F + (v — 2) (v — 3) (2v — 5) Ja} V U. 


2 
la déterminante 5 l’on a 


En représentant par 1, 7, k, l m, les coefficients différentiels du quatrième ordre 
de U, on a 
I = ikm — i? — jm — k + 2jkl, 


J = 4jl — 31° — mi, 


de manière que I, J sont des fonctions de x, y des ordres 3 (v — 4) et 2(v — 4) 
respectivement.” 


| Ce qu'il y a de remarquable, c’est la forme de ces deux quantités J, J. On voit 
d'abord que la fonction Z est la déterminante formée avec les termes | 


# JA 
CPE A: 
k ‘Et, m 


Mais de plus les deux fonctions Z, J ont la propriété suivante. Si l’on imagine une 
fonction du quatrième ordre 


LE + 4jEn +6kËm + 4lEn +m, 
transformée en 
VE Aj En + CRE n° + AE n° + m'a", 
au moyen de 
E=NE +, 
n=NE + HT 
en représentant par T’, J’, les mêmes fonctions de 2, 7, k’, V, m, on a 


J =w Ny). J, T= 0p- Np).I. 
15—2 
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L'on parviendrait, je crois, à des résultats plus simples en considérant une fonction 
U, homogène en x, y, et aussi en æ&, Jı, et en posant 


MP 2 OR PT: MF 


VU = de, dydy, dady, ` dyd, 


Par exemple, si U est du second ordre en v, y et aussi en æ, yı, de manière que 
U= x? (A #+2Bay+ C y) | 

+ 22,9 (A a? + 2B sy + Cy’) 

+ yè (Aa + 2B"xy + Cy’); 


on à simplement 


VVU=A@U, 
en représentant par Q la déterminante formée avec les coefficients 
FOR M ji 
». west : PV : S 
M Vu 
et multipliée par %. Mais il faudrait développer tout cela beaucoup plus loin. 


P.S. Je ne sais pas si l’on a jamais discuté la question suivante, qui doit conduire, 
il me semble, à des résultats importants. Soient L, M, L', M’, U, V des fonctions 
de æ. En éliminant cette variable entre les équations LU+MV=0 et L'U + M'V=0, 
et en représentant l'équation ainsi obtenue par [LU + MV, KU + MV]=0, et 
de même par [U, V]=0 l'équation obtenue en éliminant æ entre U=0, V=0, 
il est clair que [LU + MU, L'U + M'V] contiendra [U, V] comme facteur: quelles 
sont maintenant les propriétés de l’autre facteur qu’on peut écrire sous les trois 
formes: [LU + MV, L'U+MV] : [U, V], [ZU + MV, LM'- LM] : [L, M] èe 
[L'U + MV, LM'-L'M]:1[Z, M)? 
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